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�Einführung

Algorithmen und ihre Analyse

Qualität eines Algorithmus

Korrektheit

Verständlichkeit

Implementierbarkeit

Laufzeit

Platzbedarf



Laufzeitanalyse - Abstraktionsschritte

Art der Elementaroperationen wird nicht unterschieden

Einteilung der Eingaben nach Komplexitätsklassen

Unterscheidung innerhalb einer Komplexitätsklasse in

best case

worst case

average case (gewichtet mit der Häufigkeit der Eingabe)



Beschreibung des Laufzeit-Wachstums durch die O - Notation�Laufzeit rekursiver Algorithmen: T(n) = T(Einzelschritt) + T(n/2)

O(1)�konstant���O(log n)�logarithmisch�Suchen auf einer Menge��O(n)�linear�Bearbeiten jedes Elements der Menge��O(n log n)��gute Sortierverfahren��O(n2)�quadratisch�primitive Sortierverfahren��

Beschreibung der Komplexität eines Problems �durch die ( - Notation als untere Schranke für alle Lösungsalgorithmen, �z.B. Sortieralgorithmen für n Zahlen ( (n log n)

Ein Algorithmus ist (asymptotisch) optimal, wenn O=(, �d.h. wenn die obere Schranke seiner Laufzeit �	gleich der unteren Schranke für die Komplexität des Problems



Datenstrukturen, Algebren, Abstrakte Datentypen

Abstrakter Datentyp (ADT)�Objektklasse(n) sowie Axiome zur Beschreibung der Operationen.�Ein abstrakter Datentyp kann durch einen (monomorph) oder durch mehrere Datentypen (polymorph) verwirklicht werden.��Algebra bzw. Datentyp�Modell eines ADT mit einer ausgezeichneten Sorte (Objektmenge)��Datenstruktur�Implementierung eines Datentyps auf algorithmischer Ebene��Signatur�Beschreibung der Algebra durch Sorten, Operationen und deren Argument- und Ergebnissorten (definition module)��Semantik�Zuordnung einer Trägermenge zu jeder Sorte und einer Funktion zu jeder Operation (implementation module).

Spezifikation der Semantik als Algebra (Mengenbeziehungen auf einer Trägermenge) oder als abstrakter Datentyp.��Programmiersprachliche Konzepte zur Konstruktion von Datenstrukturen

Atomare Typen

integer, real, boolean, char, Aufzählungstypen (succ, pred), Unterbereichstypen

Typkonstruktoren / Strukturierte Typen

Arrays

Felder von Werten eines 

festen Grundtyps, auf die mit Hilfe eines 

Index vom Aufzählungs- oder Unterbereichstyp (meist integer) zugegriffen wird.

Zugriff auf Einzelkomponenten in O(1) Zeit

Mehrdimensionalität möglich

Records

Datentyp als Menge verschiedener Datentypen als Einzelkomponenten

Zugriff auf Einzelkomponenten in O(1) Zeit

Mehrdimensionalität möglich

Sets

nur Aufzählungs- und Unterbereichstypen möglich (kleine Kardinalität)

Durchschnitt, Vereinigung, Differenz, Enthaltensein als Operationen

Zeigertypen

Verweis auf eine Objektrepräsentation im Hauptspeicher (Adresse)

Erzeugung, Zuweisung, Vergleich, Dereferenzierung als Operation

Freigabe nichtbenötigten Speicherplatzes durch garbage collection oder dispose

Grundlegende Datentypen

Sequenzen (Folgen, Listen)

Modelle

Listen mit first, rest, append, concat (list1)

empty�Erzeugen einer leeren Liste)��isempty�Test auf Leerheit��first�Ausgabe des ersten Elements der Liste��rest�Ausgabe der um das erste Element reduzierten Liste��append�Einfügen eines Elements am Listenanfang��concat�Verketten zweier Listen��Listen mit expliziten Positionen (list2)

Verwaltung von Listenpositionen durch Zeigerwerte

Zusätzliche Zeigeroperationen

empty�Erzeugen einer leeren Liste)��isempty�Test auf Leerheit��next, previous�Nachfolger- bzw. Vorgängerposition��front, last�Position des ersten (p0) bzw. letzten Listenelements��find�Position des Elements, das Suchfunktion erfüllt��bol, eol�Test auf Listenanfang (begin of list) und ende (end of list)��retrieve�Ausgabe des Elements an einer bestimmten Position��insert, delete�Einfügen und Entfernen eines Elements an Position p��concat�Verketten zweier Listen��Implementierungen

Doppelt verkettete Liste (list2)

Platzbedarf: O(n) und Laufzeit:O(n) für find, O(1) für alle anderen Funktionen

empty�Erzeugen einer leeren Liste�new(p);�p(.pred:=nil;�p(.succ:=nil;��isempty�Test auf Leerheit�l(=nil;��next, �previous�Zeiger auf Nachfolger bzw. �Zeiger auf Vorgänger�p(.succ,�p(.pred��front, �last�Zeiger auf erstes bzw. �letztes Listenelement�l(, l(.pred��insert�Einfügen eines Elements hinter der Position p�new(q); q(.value:=e; �q(.pred:=p; q(.succ:=p(.succ;�p(.succ(.pred	:=q; p(.succ:=q;��delete�Entfernen eines Elements an Position p�if eol (l, p)�then 	l(.pred := p(.pred;�	p(.pred(.succ := nil;�	dispose (p)�else 	p(.pred(.succ := p(.succ;�	p(.succ(.pred := p(.pred;�	dispose (p)��concat�Verknüpfen zweier Listen (letztes Element p mit erstem q)�p(.succ:=q; �q(.pred:=p;��Einfach verkettete Liste

Laufzeit:�O(n) für delete, previous und für last und concat (ohne last-Zeiger), O(1) sonst

Platzbedarf: O(n)

Es ist nicht möglich, eine einfach verkettete Liste rückwärts zu durchlaufen.

Zeiger auf Elemente sind grundsätzlich Zeiger auf deren Vorgänger, um das Löschen eines Elementes ohne Listenbruch zu ermöglichen:

delete�Entfernen eines Elements q����innerhalb der Liste�q(:=p(.succ;�p(.succ:=p(.succ(.succ;�dispose (q)���am Listenende�while q(.succ ( p do�	q:=q(.succ;�l.last:=q;�dispose(p(.succ);�p(.succ:=nil;��Sequentielle Darstellung im Array

Einfügen und Entfernen sehr aufwendig (Verschieben der Restelemente).

Beschränkung der Listengröße bzw. Speicherplatzverschwendung

Nur vorteilhaft bei Speicherung einer annähernd statischen Objektmenge

Einfach und doppelt verkettete Liste im Array

Nur anwendbar für gleichartige Objekte

Beschränkung der Listengröße bzw. Speicherplatzverschwendung

Zeiger werden durch Adressen im Array (bzw. Indizes) ersetzt

Explizite Freispeicherverwaltung (unbelegte Array-Zellen) nötig, �d.h. ein neues Element (new) wird am Anfang der Freiliste entnommen und ein freigegebenes Element (dispose) an den Anfang der Freiliste gehängt.

Keine Betriebssystemaufrufe durch new und dispose

Externe Speicherung der kompletten Array-Struktur möglich.

Stacks

LIFO (last-in-first-out) Struktur, �d.h. das einem Stack zuletzt eingefügte Element wird zuerst wieder entnommen.

Bearbeitung von Klammerstrukturen�(auch mit getrennten Operanden- und Operatorenstacks)

Verwaltung rekursiver bzw. verschachtelter Prozeduraufrufe�(Rücksprungadresse, Parameter und lokale Variable in Aktivierungs-Records)

Umwandlung rekursiver in nicht-rekursiver Formulierung durch Sprungmarken etc.

empty�Erzeugen einer leeren Liste)���isempty�Test auf Leerheit���first�Ausgabe des ersten Elements der Liste�top��rest�Ausgabe der um das erste Element reduzierten Liste�pop��append�Einfügen eines Elements am Listenanfang�push��Queues

FIFO (first-in-first-out) Struktur, �d.h. das einer Queue zuerst eingefügte Element wird zuerst wieder entnommen.

sequentielle Implementierung im Array (auch zyklisch)

Realisierung von Warteschlangen (z.B. Prozesse, Druckaufträge)

empty�Erzeugen einer leeren Liste)���isempty�Test auf Leerheit���first�Ausgabe des ersten Elements der Liste�front��rest�Ausgabe der um das erste Element reduzierten Schlange�dequeue��rappend�Einfügen eines Elements am Schlangenende�enqueue��Abbildungen

Abbildung f: domain ( range

Datentyp mapping = array [domain] of range

Binäre Bäume

Jeder Knoten hat höchstens zwei Söhne

Wurzel, innere Knoten, Blätter, Vaterknoten, Söhne, Brüder, Kanten, Pfade

Die Höhe eines Binärbaumes (Länge des längsten Pfades) mit n Knoten ist 

maximal (n -1)

minimal  (log (n +1)( - 1

procedure height (t:tree): integer;

begin if isempty (tree)

	then error

	else if isempty (left(t)) and isempty (right(t))

		then return 0

		else return 1+max(height(left(t), height(right(t)))

		end

	end

end height;��

Ein vollständiger, binärer Baum mit (n +1) Blättern hat genau n innere Knoten

Drei Arten linearer Ordnungen bei Tiefendurchläufen�(d.h. die Nachfolger eines Knotens werden vor seinen Geschwistern besucht)

inorder ((l,x,r)) 	= inorder (l) ( <x> ( inorder(r)�preorder ((l,x,r)) 	= <x> ( preorder (l) ( preorder(r)�postorder ((l,x,r)) 	= postorder (l) ( postorder(r) ( <x>

Breitendurchläufe (level-order)�(d.h. die Geschwister eines Knotens werden vor dessen Nachfolgern besucht, d.h. die Knoten werden Ebene für Ebene von oben nach unten im Baum besucht)

Implementierung eines Breitendurchlaufs

algorithm levelorder (T: tree): list;

Q:=emptyqueue;

if not isemptytree (T) then

	Q:=enqueue (Q,T);

fi

l:=emptylist;

while not isemptyqueue (Q) do

	h:=front(Q);

	l:=concat (l, key(h))

	Q:=dequeue (Q);

	if not isemptytree (left(h)) then

		Q:=enqueue (Q, left(h));

	fi

	if not isemptytree (right(h)) then

		Q:=enqueue (Q, right(h));

	fi

od

return l.�



Erzeugen einer leeren Schlange

Wurzel einfügen









Knoten aus Schlange entfernen und

	 in die Liste einfügen



linken Sohn ans Ende der Schlange





rechten Sohn ans Ende der Schlange

��

Implementierung

mit Zeigern auf die beiden Teilbäume

eines vollständigen binären Baums durch Einbettung in einen Array (Heap), wobei für jeden Knoten des Baumes gilt:

Index (p)=i	(	Index (p.left)	=2i�			Index (p.right)	=2i+1

(Allgemeine) Bäume

beliebige Anzahl von Söhnen

Der Grad eines Knotens ist die Anzahl seiner Söhne

Der Grad eines Baumes ist der maximale Grad eines Knotens im Baum

Ein Wald ist eine Menge von Bäumen mit disjunkter Knotenmenge

Die Höhe eines Baumes vom Grad d mit n Knoten ist 

maximal (n -1) und 

minimal O(logdn)



Implementierung über

Arrays (bei nahezu gleichem Knotengrad)

Binärbäume mit Zeiger auf den �am weitesten links stehenden Sohn und�den rechten Bruder (Durchhangeln durch Geschwisterkette)

Datentypen zur Darstellung von Mengen

Mengen mit Durchschnitt, Vereinigung, Differenz

empty�Erzeugen einer leeren Menge��insert�Einfügen eines Elementes��union�Vereinigung��intersection�Durchschnitt��difference�Differenz��enumerate�Auflisten aller Listenelemente��

Implementierungen

Bitvektor

nur für Teilmengen eines genügend kleinen, endlichen Wertebereichs U

Komplexität proportional zur Größe des Universums U, nicht zur dargestellten Menge O(N) für empty, enumerate, union, intersection, difference.

Ungeordnete Liste

Komplexität O(n*m) für die interessierenden Mengenoperationen, da für jedes Element der einen Liste die gesamte andere Liste durchlaufen werden muß.

Geordnete Liste

Komplexität abhängig von der Mächtigkeit der dargestellten Menge

Komplexität O(n) für insert, enumerate, O(1) für empty

Komplexität O(n+m) für union, intersection, difference �aufgrund parallelem Durchlauf durch die beiden beteiligten Listen

Dictionaries: Mengen mit insert, delete, member

Einfache Implementierungen

Bitvektor

Mächtigkeit beschränkt durch Größe N des Universums U

Platzbedarf O(N), Laufzeit O(1) für insert, delete, member

Sequentiell geordnete Liste im Array

Mächtigkeit beschränkt durch Größe des Arrays

Platzbedarf O(N), Laufzeit O(n) für insert, delete, O(log n) für member

Ungeordnete Liste

Platzbedarf O(n), Laufzeit O(n) für delete, member, O(1) für insert bzw. O(n) mit Duplikateliminierung

Geordnete Liste

Platzbedarf O(n), Laufzeit O(n) für insert, delete, member

Hashing

Menge von buckets („Behälter“) B0,...,Bm-1 zur Aufnahme der Mengenelemente.

Schlüsselkomponente eines Records bestimmt den jeweiligen Behälter.

Hash-Funktion (Schlüsseltransformation) �bildet den Schlüsselwertebereich auf den Behälterbereich ab und sollte

alle Behälter umfassen (surjektiv)

möglichst gleichmäßige Verteilung sicherstellen

effizient zu berechnen sein

Divisionsmethode h(x)=k mod m mit Kettenbildung

Mittel-Quadrat-Methode�Man entnimmt der Ziffernfolge von k2 einen Block von mittleren Ziffern und erreicht dadurch Streuung aufeinanderfolgender Zahlen.

Hash-Verfahren besitzen sehr schlechtes worst-case-Verhalten O(n), können aber sehr gutes Durchschnittsverhalten O(1) zeigen.

Hash-Verfahlren sind relativ einfach zu implementieren.

Ideales Hashing (uniform hashing)�vollständig gleichmäßige Verteilung ohne Kettenbildung

Kosten für das�Auslastungsfaktor (:=m/n��Einfügen und erfolglose Suche�Cn	:= 1/(1-()��Entfernen und erfolgreiche Suche�C’n	:= 1/( ln(1/(1-())��Aufbau der Tabelle�C	:= m ln(m/(m-n))��

Kollision bezeichnet man die Abbildung mehrerer Schlüssel auf denselben Behälter. Je nach Kollisionsbehandlung unterscheidet man zwischen

Offenes Hashing (separate chaining)

Jeder Behälter kann beliebig viele Elemente aufnehmen �z.B. durch beliebig erweiterbare verkettete Liste.

Vorallem bei allgemeinen dynamischen Anwendungen �mit vielen Einfüge- und Löschoperationen

Einfügen, Entfernen und Suchen durch Durchlaufen der jeweiligen Liste.

Platzbedarf O(n+m), worst-case-Laufzeit O(n) �für n Elemente und m Behälter

Geschlossenes Hashing

Jeder Behälter kann nur eine begrenzte Elementanzahl b aufnehmen.

Zahl der Gesamteinträge begrenzt durch Kapazität m*b der Hashtabelle.

nicht geeignet für sehr dynamische Anwendungen, �da nach dem Löschen eines Elements der Speicherplatz nicht wieder vergeben werden kann, da sonst die Suchfunktion nicht möglich wäre.

rehashing bzw. offene Adressierung d.h. Folge mehrerer Hashfunktion

Kollisionsstrategien:

lineares Sondieren hi (x)=(h(x)+c*i) mod m, �d.h. die Folgezellen werden der Reihe nach abgesucht. Es entstehen Ketten mit Abstand c. Damit alle Behälter getroffen werden, müssen c und m teilerfremd sein.

Quadratisches Sondieren hi (x)=(h(x)+i2) mod m�keine Verbesserung für Primärkollision, �jedoch Vermeidung von Clusterbildung bei Sekundärkollision

Doppelhashing hi (x)=(h(x)+h’(x)*i2) mod m�mit zwei unabhängigen Hashfunktionen h(x) und h’(x).�Kosten nahezu gleich wie ideales Hashing.

Binäre Suchbäume

Alle Schlüssel im linken Teilbaum sind kleiner, �alle Schlüssel im rechten Teilbuam größer als der Schlüssel in der Wurzel.

Ein (inorder (l) <x> inorder(r)) Durchlauf liefert die Elemente in Sortierreihenfolge.

Alle drei Dictionary-Operationen member, insert und delete folgen einem einzigen Pfad und benötigen in einem balancierten Baum O(log n) (average case) und in einem degenerierten Baum O(n) (worst case).

procedure member (t: tree; x:elem): bool;

begin

	if t=nil then return false

	elsif x = t(.key then return true

	elsif x < t(.key then return member (t(.left, x)

	else {x > t(.key} return member (t(.right, x)

	end

end member;�rekursiver Algorithmus



nicht gefunden

gefunden

links weitersuchen

rechts weitersuchen��

procedure insert (var t: tree; x:elem);

begin

	if t=nil

	then new(t); t(.key:=x; t(.left:=nil; t(.right:=nil�rekursiver Algorithmus



leere Position gefunden

neues Element einfügen��	else if t(.key ( x 

		then if t(.key > x 

			then insert (t(.left, x)

			else insert (t(.right, x)

			end

		end

	end�sonst weitersuchen



links weitersuchen

rechts weitersuchen��end insert;���

procedure delete (var t: tree; x:elem);

var p: (node;

begin

	if t ( nil

	then�rekursiver Algorithmus��	if t(.key > x then delete (t(.left, x)

	elsif t(.key < x then delete (t(.right, x)�links suchen

rechts suchen��	else { t(.key = x}�Löschen:��		if t(.left=nil and t(.right=nil

			then dispose (t); t:=nil�eines Blattes��		elseif t(.left=nil 

			then p:=t; t:=t(.right;dispose(p)

		elseif t(.right=nil 

			then p:=t; t:=t(.left; dispose(p)�eines Knotens mit 1 Sohn��		else t(.key := deletemin (t(.right)�eines Knotens mit 2 Söhnen��		end

	end

end delete;���Durch das Ersetzen des Knoten x durch das kleinste Elementes y > x aus dem rechten Teilbaum von x wird der Suchbaum mit der Zeit linkslastig. Dies kann durch eine entsprechende Implementation von deletemin(x) vermieden werden, so daß zufällig ausgewählt wird, ob der Vorgänger (linker Teilbaum) oder Nachfolger (rechter Teilbaum) den zu löschenden Knotenschlüssel ersetzt.

Ein binärer Suchbaum heißt vollständig ausgeglichen, wenn sich für jeden Knoten die Anzahl der Knoten in seinem linken und rechten Teilbaum um höchstens 1 unterscheidet. Damit unterscheidet sich die Höhe seiner Blätter maximal um 1 und er ist ein AVL-Baum mit mindestens 2h Knoten bei einer Höhe h.

AVL-Bäume

Ein AVL-Baum (Adelson-Velskii und Landis) ist ein binärer Suchbaum, in dem sich die Höhen der Teilbäume jedes Knotens höchstens um 1 unterscheiden.

Für die Höhe h eines AVL-Baumes mit n Knoten gilt: h ( 1.44 log n + const

Ein AVL-Baum der Höhe h besitzt mindestens Fh+3-1 Knoten (F Fibonacci-Zahl).

Als Strukturinvariante speichert man in jedem Knoten zusätzlich die Balance

balance(p) = height (p.left) - height (p.right)

Falls durch Einfüge- oder Löschoperationen diese Strukturvariante verletzt wird (balance(p) = (2), muß sie durch Rebalancieroperationen wiederhergestellt werden. Diese manipulieren in O(1) Zeit einige Knoten in der Nähe der Wurzel.

Befindet sich der tiefste Teilbaum eines aus der Balance geratenen Knoten

am Rand, so genügt eine einfache Rotation.

in der Mitte, so ist eine Doppelrotation erforderlich.

Alle drei Dictionary-Operationen member, insert und delete folgen einem einzigen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt und eventuell zurück mit den erforderlichen Rebalancieroperationen und benötigen somit O(log n) Laufzeit.

Der Platzbedarf O(n) eines AVL-Baumes ist linear zur Anzahl der Knoten n.

�Implementation der Operation insert mit Rebalancierung des AVL-Baumes:

procedure insert (t:tree, e:elem): tree;

var t1, t2: tree;

begin���	if t(.key = e then return t

elsif t = nil

	then begin

	new(t); t(.elem := e;

	t(.right := nil; t(.left := nil;

	return t

	end�Eintrag schon vorhanden

	noch nicht vorhanden



neuer Blattknoten��else

	if e < t(.key

	then t(.left := insert(t(.left, e);

	else t(.right := insert(t(.right, e);

�sonst weitersuchen



links

rechts��

if balance (t) = -2�

rechter Teilbaum gewachsen��	then if balance (t(.right) = -1

		then begin

			t1	:= t(.right;

			t(.right	:= t1(.left;

			t1(.left	:= t;

			return t1

		end�rechter äußerster Teilbaum (t1(.right) zu tief

( einfache Rotation gegen den Uhrzeigersinn:

rechter Sohn (t(.right) wird Wurzel (t1)

rechts.links (t1(.left) zu links.rechts(t(.right)

frühere Wurzel (t) ist nun linker Sohn (t1(.left)

��	else begin

		t1:=t(.right; 	t2:=t1(.left;

		t1(.left		:=t2(.right; 

		t2(.right	:=t1;

		t(.right		:=t2(.left;

		t2(.left		:=t;

		return t2

	end�rechter mittlerer Teilbaum (t2) zu tief

( Doppelrotation in und gegen Uhrzeigersinn:

mitte.rechts (t2(.right) zu rechts.links (t1(.left)

t1 ist neuer rechter TB

mittle.links (t2(.left) zu links.rechts (t(.right)

t ist neuer linker TB

rechter mittlerer Knoten (t2) ist neue Wurzel��

if balance (t) = 2�

linker Teilbaum gewachsen��	then if balance (t(.left) = -1

		then begin

			t1	:= t(.left;

			t(.left	:= t1(.right;

			t1(.right:= t;

			return t1

		end���	else begin

		t1:=t(.left; t2:=t1(.right;

		t1(.right	:=t2(.left; 

		t2(.left		:=t1;

		t(.left		:=t2(.right;

		t2(.right	:=t;

		return t2

	end���end���Priority Queues: Mengen mit insert und deletemin

Multimengen (Multisets, Bags, Mengen mit Duplikaten), von denen jeweils das Element mit höchster Priorität (meist Minimum) entnommen wird.

Implementierung:

mit modifizierten AVL-Bäumen in O(log n) Laufzeit

einfacher mit partiell geordneten Bäumen (Heap), d.h. �in jedem Knoten steht das Minimum (oder Maximum) eines Teilbaums.

Für links-vollständige partiell geordnete Bäume ergeben sich somit:

algorithm insert (h,e)

neuer Knoten q mit Eintrag e 

	auf der ersten freien Position der untersten Ebene

sei p der Vater von q;

while p existiert and ((q)<((p) do

	vertausche die Einträge in p und q;

	setze q auf p und p auf den Vater von q.

od.��d.h. ein neues Element wandert von der Maximalposition als Blatt durch wiederholtes Vertauschen mit dem Vater den Heap aufwärts.

algorithm deletemin (h)

entnimm der Wurzel ihren Eintrag und 

	gib ihn als Minimum aus

nimm den Eintrag der letzten besetzten Position im Baum und

	setze ihn in die Wurzel.

sei p die Wurzel und q,r die Söhne;

while q oder r existieren and (((p)<((q) or (((p)>((r)) do

	vertausche den Eintrag in p 

		mit dem kleineren der beiden Söhne;

	setze p auf den Knoten, mit dem vertauscht wurde,

		und q und r auf dessen Söhne

od.��d.h. die Wurzel wird durch ein Maximalelement (Blatt) ersetzt, welches durch wiederholtes Vertauschen mit dem kleineren Sohn in den Heap einsinkt.

Implementationen dieser beiden Algorithmen siehe Augabe 4.14.

Mit einem in einen Array eingebetteten Heap lassen sich beide Operationen in O(log n) Laufzeit realisieren.

Partitionen von Mengen mit merge und find

Partition als Zerlegung einer Menge in disjunkte Teilmengen (Komponenten) entsprechend bestimmter Äquivalenzklassen (z.B. Gehaltsstufe).

merge bildet die Vereinigung zweier Komponenten.

find stellt für ein Element fest, zu welcher Komponente es gehört.

Implementierung mit Arrays:

Komponentenarray �mit Komponentenname, Komponentengröße und Zeiger auf ein Element

Elementenarray�mit Komponentenname und Zeiger auf weiteres Element der Komponente (verkettete Liste innerhalb des Arrays) bzw. 0 für Listenende (nil -Zeiger).

find benötigt somit offensichtlich nur O(1) Laufzeit.

Der Gesamtaufwand für (n-1) merge-Operationen (mehr sind nicht möglich) ist in der untenstehenden Implementation O(n log n) und somit ist die amortisierte worst-case-Laufzeit pro merge Operation O(log n).

algorithm merge (p, a, b)

durchlaufe die Elementliste der kleineren Komponente a

	setze hierbei Komponentenname auf b

sei j der Index des letzten Elements dieser Liste a

	elem[j].nextelem 		:= components[b].firstelem;

	components[b].firstelem 	:= components[a].firstelem;

	components[a].firstelem 	:= 0

end merge.��

Implementierung mit Bäumen:

Eine Komponente entspricht hierbei einem Baum, �dessen Wurzel dem Komponentennamen entspricht und �dessen Knoten die Elemente der Komponente darstellen, und �dessen Pfade von den Elementen zur Wurzel gerichtet sind.

Zusätzlich verwaltet ein Elementenarray Zeiger auf jeden Elementknoten.

find (p,x)�lokalisiert über diesen Elementenarray den Knoten, läuft zur Wurzel und gibt den Zeiger auf die Wurzel zurück. Laufzeit O(h)=O(log n).

merge (p, a, b)�macht die Wurzel der kleineren Komponente zum Sohn der Wurzel der größeren Komponente (Die Größe der Komponente wird auch hier in einem Feld der Wurzel verwaltet). Da nur zwei Zugriffe: Laufzeit O(1).

Pfadkompression:�Bei jeder find-Operation werden alle Teilbäume, deren Wurzeln auf dem Pfad zur Komponentenwurzel passiert werden, zur direkten Söhnen dieser Wurzel gemacht. Damit ergibt sich eine nahezu lineare find-Laufzeit O(1).

Graphen und Graph-Algorithmen

Gerichtete Graphen (Digraph = directed graph)

Eine Kante (v,w) ist inzident mit den Knoten v und w, welche selber durch die Kante adjazent, d.h. benachbart sind. Sind den Knoten bzw. Kanten Informationen zugeordnet (z.B. Kosten), so spricht man von einem markierten Graphen.

Der Grad eines Knotens ist die Summe aus Eingangs- und Ausgangsgrad, d.h. der ein- und ausgehenden Kanten.

Ein Pfad ist eine Folge von Knoten, dessen Länge durch die Anzahl der Kanten gegeben ist. Er ist einfach, wenn alle Knoten paarweise verschieden. Sind erster und letzter Knoten des Pfades identisch, nennt man ihn Zyklus.

Zwei Knoten heißen stark verbunden, wenn sie durch Pfade der einen als auch der anderen Richtung miteinander verbunden sind. Eine starke Komponente ist ein Teilgraph maximaler Knotenzahl, welche alle paarweise stark verbunden sind.

(Speicher-) Darstellung von Graphen

(markierte) Adjazenzmatrix

Matrixelement Aij bezeichnet hierbei die Kosten bzw. den boolschen Wert einer Verbindung vom Knoten i zum Knoten j.

Laufzeit O(1) für Test auf Vorhandensein von Kanten.

hoher Platzbedarf O(n2) und Initialisierungslaufzeit O(n2).

Adjazenzlisten

Man verwaltet einen Array mit Zeigern auf alle Knoten und für jeden Knoten eine Liste seiner (Nachfolger-) Nachbarknoten. Zur Verwaltung von (Vorgänger-) Knoten verwendet man manchmal inverse Adjazenzlisten.

Laufzeit O(n) für Durchlaufen aller Nachbarn eines Knotens �bzw. Test auf Vorhandensein einer Verbindung zwischen Knoten.

Geringer Platzbedarf O(n+e) für n Knoten und e Kanten.

Graphdurchlauf

Die Expansion X(v) eines Graphen G in einem Knoten v ist der Baum, der die Menge aller vom Knoten v ausgehenden Pfade in G darstellt.�Falls G Zyklen enthält, ist dieser Baum unendlich.

Bei einem Wurzelgraphen sind alle Knoten des Graphen von einer Wurzel aus erreichbar. Die bei einem Durchlauf durch einen Graphen entstehenden Bäume nennt man Spannbäume.

Handelt es sich um keinen Wurzelgraphen, so entstehen spannende Wälder. Die Ablaufumgebung muß dabei sicherstellen, daß alle Knoten besucht werden:

for v := 1 to n do visited [v] := false od;

for v := 1 to n do 

	if not visited [v] then durchlauf (v) fi

od;�Array-Initialisierung



Durchlaufen aller Knoten��

Ein Tiefendurchlauf (depth-first-traversal) �des Graphen G entspricht einem preorder-Durchlauf der Expansion von G, der jeweils in einem bereits besuchten Knoten von G abgebrochen wird.

algorithm dfs(v)

if not visited [v] 

	then verarbeite v;

	visited [v] := true;

	for each Nachfolger vi von v do dfs (vi) od

fi. ���

Ein Breitendurchlauf (breadth-first-traversal)�besucht die Knoten der Expansion von G ebenenweise, �wobei ebenfalls in einem bereits besuchten Knoten von G abgebrochen wird

algorithm bfs (v: node);

var w: node;

begin

	q:=enqueue (empty, v);

	visited [v] := true;

	while not isempty (q) do

		w:=front(q);

		q:=dequeue (q);

		verarbeite w;

		for each Nachfolger wi von w do

			if not visited [wi]

			then q := enqueue (q, wi);

				visited [wi] := true;

			fi

		od

	od

end;�





Knoten v ans Ende der Schlange und 

als bearbeitet markieren





Knoten v aus Schlange entfernen



Aufnahme aller Nachfolgerknoten

(nächste Ebene)

ans Ende der Schlange��

Da n Knoten entlang aller e Kanten besucht werden, besitzt ein vollständiger Durchlauf eine Laufzeit O(n+e) in der Adjazenzlistendarstellung.

single source shortest path - Algorithmus von Dijkstra

Der Algorithmus von Dijkstra �berechnet die kürzesten Pfade zu allen von Knoten v aus erreichbaren Knoten.

Ausgehend vom Startknoten v werden schrittweise die Nachbarknoten besucht. In jedem Knoten wird der minimale Abstand zum Startknoten v verwaltet. 

Gelbe Knoten liegen am Rand des Teilgraphen �d.h. deren ausgehende Kanten sind noch nicht betrachtet worden. 

Grüne Knoten sind solche, die innerhalb des Teilgraphen liegen�und deren Kanten zu Nachfolgerknoten schon betrachtet wurden.

algorithm Dijkstra (v)

GRÜN := (; GELB := {v}; dist (v) := 0;���while GELB ( ( do

	wähle w ( GELB, sodaß ( w’( GELB:

	dist(w) ( dist (w’);

	färbe w grün;�



Wahl der kürzesten Verbindung 

��	for each wi ( succ (w) do�für jeden Nachfolger ��		if wi ( (GELB ( GRÜN)

		then färbe die Kante (w, wi) rot;

			färbe wi gelb; 

			dist (wi) := dist (w) + cost (w, wi)�noch nicht besuchter Knoten

neue Kante automatisch rot

neuer Knoten am Rand gelb

neue Entfernung eintragen��		elsif wi ( GELB

		then if dist (wi) > dist (w) + cost (w, wi)

			then färbe die Kante (w, wi) rot;

			färbe die bisher rote Kante gelb;

			dist (wi) := dist (w) + cost (w, wi)

			else färbe (w, wi) gelb

			fi�schon besuchter Knoten

ist neue kürzeste Verbindung



(Aktionen wie oben)



ist länger als alte

��		else färbe (w, wi) gelb

	fi

od�schon grüner Knoten erreicht��

Eine Variante des Algorithmus von Dijkstra ist der im Bereich der künstlichen Intelligenz bekannte A*-Algorithmus: �Anstelle des Knotens mit minimalem Abstand zum Startknoten wird der Knoten mit minimal geschätztem Abstand (Heuristik) zum Zielknoten hinzugenommen.

Implementierung mit einer Adjazenzmatrix

distance�array [node] of real�Distanz gelber Knoten zum Startknoten zum �Auffinden der kürzesten Verbindung (Schritt 1 )��adjazenzmatrix�cost (i,j)�Kostenmatrix von Knoten i nach j, �um alle Nachfolger cost(w,-) und �deren Abstand zu ermitteln (Schritt 2)����Neueinträge in distance und father (Schritt 3)��father�array [node] of node�Zeiger auf Vaterknoten mit kürzester Verbindung zur Verwaltung der roten Kanten��green�array [node] of bool�Verwaltung des schon behandelten Graphen��Laufzeit O(n2), da Schritt 1 und 2 mit je O(n) Laufzeit n mal durchlaufen werden.

Implementierung mit Adjazenzlisten und Priority Queue (Heap)

priority queue�array [1..n] of node�Ordnung der gelben Knoten �gemäß ihrem Abstand zum Ausgangsknoten. �Entnahme des Minimums (Schritt 1)��adjazenz-liste�cost (i,j)�markierte Adjazenzliste, um alle Nachfolger und deren Abstand zu ermitteln (Schritt 2)����Aufnahme neuer Knoten in den Heap bzw. Korrektur alter Heapeinträge (Schritt 3)��heap-adress�array [node] of 1..n�gibt zu jedem Knoten seine aktuelle Adresse im Heap aus (wichtig für Schritt 3b)��distance�array [node] of real�Distanz gelber Knoten zum Startknoten zum �Auffinden der kürzesten Verbindung (Schritt 1 )��father�array [node] of node�Zeiger auf Vaterknoten mit kürzester Verbindung zur Verwaltung der roten Kanten��Gesamtlaufzeit O(e log n) aufgrund e-maliger Auf-und Entnahme von n Knoten in bzw. aus dem Heap (log n) , Platzbedarf O(n+e)

all pairs shortest path - Algorithmus von Floyd

Der Algorithmus von Floyd �bestimmt die kürzesten Wege zwischen allen Paaren von Knoten.

Implementierung mit der Kostenmatrix-Darstellung mit Laufzeit O(n3)

procedure Floyd 

(var 	C:array [1..n, 1..n] of real;

		A:array [1..n, 1..n] of real;

		P:array [1..n, 1..n] of 0..n;)

var i, j, k: integer;�

Kostenmatrix des Ausgangsgraphen

modifizierte Kostenmatrix

Pfadknotenmatrix���begin

for j := 1 to n do 

	for k := 1 to n do 

	A [ j, k ] := C [ j, k ]; 

	P [ j, k ] := 0;

	od

od�

Initialisierung der Matrizen��for i := 1 to n do 

	for j := 1 to n do

		for k := 1 to n do�Durchgang durch alle Knoten

potentielle Vorgängerknoten

potentielle Nachfolgerknoten��			if 	A [ j, k ] > A[ j, i ] + A [ i, k ] 

			then A [ j, k ]:= A[ j, i ] + A [ i, k ];

					P [ j, k ]:= i�falls Weg über Knoten i kürzer:

neue Verbindungskosten

Pfad über i��			fi

		od

	od

od

end Floyd;���

Der kürzeste Pfad zwischen zwei beliebigen Knoten läßt sich mit Hilfe der Pfadknotenmatrix in O(m) Zeit ermitteln, wobei m die Länge dieses Pfades darstellt.

procedure path (i, j: integer)

var k: integer;

begin k:= P [ i, j ]

	if k <> 0 then�rekursiver Algorithmus





Pfad von i nach j geht über Knoten k��			 path (i, k);

			writeln (k);

			path (k, j);�weiter mit Pfad von Start i nach k



weiter mit Pfad von k nach Ziel j��	end

end path;���

Die Implementierung mit Vorgänger- und Nachfolger-Adjazenzlisten�liefert keine bessere Laufzeit, da alle Elemente der Vorgängerliste mit allen Elementen der Nachfolgerliste kombiniert werden muß, und die Größe dieser Listen durch die neu erzeugten Kanten laufend erhöht wird.

Transitive Hülle - Warshalls Algorithmus

Die transitive Hülle eines Graphen G entsteht, wenn man bei Existenz irgendeines Pfades zwischen zwei Knoten diese direkt verbindet. Der Warshalls-Algorithmus ist eine vereinfachte Version des Floyd-Algorithmus (Kostenmasse fallen weg).

procedure Warshall

	(var A: array [1..n, 1..n] of boolean;

	var C: array [1..n, 1..n] of boolean);

	var i, j, k: integer; 

begin�

boolsche Adjazenzmatrizen�(Existenz einer Verbindung interessiert)��for i := 1 to n do

	for j := 1 to n do

		A [ i, j ] := C [ i, j ];�



Initialisierung der Matrix A��for k:= 1 to n do

	for i:= 1 to n do

		for j := 1 to n do

			if not A [ i, j ] then

			A [ i, j ] := A [ i, k ] and A [ k, j ]�Durchgang durch alle Knoten

potentielle Vorgängerknoten

potentielle Nachfolgerknoten

Wenn keine direkte Verbindung, dann

vielleicht über den Knoten k��end Warshall;���Starke Komponenten

algorithm StrongComponents (G)��Tiefendurchlauf durch G

		Numerierung der Knoten in der Reihenfolge

		der Beendigung der rekursiven Aufrufe��Konstruktion des zu G inversen Graphen G’ durch Richtungsumkehr��Tiefendurchlauf durch G’

		Hierbei werden die Spannbäume aus Schritt 1 in absteigender Reihenfoge 			ihrer Rekursionstiefe bearbeitet. ��Die Knotenmenge jedes auf diese Weise entstandenen Spannbaumes bildet gerade die Knotenmenge einer starken Komponente von G.

Laufzeit O(n+e) in Adjazenzlistendarstellung �(Aufbau der Spannbäume jeweils O(n+e), Konstruktion des Inversen Graphen O(e)).



Ungerichtete Graphen

Adjazenzmatrix und Adjazenzlisten sind symmetrisch.

Eine Komponente ist ein bezüglich Knoten und Kanten maximaler Teilgraph, in dem alle Knoten paarweise verbunden sind.

Eine Komponente läßt sich durch einen Tiefen- oder Breitendurchlauf bestimmen. Jeder entstehende Spannbaum enthält die Knoten einer Komponente.

Ein Test auf Vorhandensein eines Zyklus ist durch einen Graphdurchlauf möglich, welcher abbricht, sobald er auf einen bereits besuchten Knoten trifft (O(n)).

Ein ungerichteter Graph heißt verbunden, wenn er nur aus einer einzelnen Komponente besteht.

Ein verbundener, azyklischer Graph heißt freier Baum und besitzt folgende Eigenschaften:

Ein freier Baum mit n ( 1 Knoten hat genau n -1 Kanten.

Durch Hinzufügen einer beliebigen Kante entsteht ein Zyklus.

Das Entfernen eines Artikulationspunktes macht aus einem verbundenen einen unverbundenen Graphen. Ein verbundener Graph ohne Artikulationspunkte heißt nicht-separierbarer Graph. Ein Block eines Graphen ist ein maximaler, nicht-separierbarer Teilgraph. Jeder Pfad zwischen zwei Blöcken läuft über den jeweiligen Artikulationspunkt zwischen ihnen.

Minimaler Spannbaum - Algorithmus von Kruskal

�algorithm Kruskal (G);���initialisiere P so, daß jeder Knoten aus V eine eigene Komponente bildet�Partition P aus Einzelkomponenten��füge alle Kanten aus E �bzgl ihrer Kosten in Q ein;�Priority-Queue Q gemäß Kosten��sei T = (V, ();

ncomp := n;�Initialisierung des Spannbaumes��while ncomp > 1 do

	(Q, (v, w)) := deletemin (Q);

	a := find (p, v);

	b := find (p, w);�

minimale Kante aus Priority-Queue��	if a ( b then

		insert (T, (v, w));

		P := merge (P, a, b);

		ncomp := ncomp - 1

	fi

od.�a und b sind getrennte Komponenten

Einfügen in Spannbaum

Verschmelzen der Komponenten��Sortieralgorithmen

Einfache Sortierverfahren: Direktes Auswählen und Einfügen

Laufzeit O(n2) beider Algorithmen,�da für jedes der Element der Rest der Liste durchlaufen werden muß.

Direktes Auswählen des Minimums 

aus dem Rest der Liste und Verlagerung an das Ende der schon geordneten Liste:

procedure SelectionSort;

var min: keytype; minindex: 1..n;���begin

	for i := 1 to n -1 do

		min := S[i].key; minindex := i;�

Abarbeiten der Liste vom Anfang an��		for j := i+1 to n do

			if S[i].key < min

			then min := S[i].key; minindex := j; fi

		od;�Untersuchen des Restes der Liste



Auffinden des Minimums

��		vertausche ( S[i], S[minindex])

	od

end SelectionSort;�Minimum an die aktuelle Position��Direktes Einfügen des aktuellen Elements i 

der ungeordneten Liste (i.n) in die schon geordnete Liste (0..i-1)

procedure InsertionSort;

var r: recordtype; j: 0..n;

begin���	for i := 2 to n do

		r := S[i];

		j := i -1;�

Abarbeiten der Liste von vorn nach hinten

aktuelles Element

��		while S[j].key > := r.key do

			S[j+1] := S[j]; j := j -1

		od;�Durchlaufen der schon geordneten Liste (0..i-1) nach vorne, Verschieben größerer Elemente um eine Position nach hinten��		S[j+1] := r;

	od

end InsertionSort;�Einfügen des aktuellen Elements��Bubble Sort

procedure BubbleSort

	var i,j: integer; k: recordtype;

begin���	for i := 2 to n do�Lauf über alle Arrayelemente��		for j := n downto i do

			if a[j-1].key > a[j].key then

				begin

					x := a[j-1]; a[j-1] := a[j]; a[j]:=x

				end�Aufsteigen des aktuellen Elements

durch



Vertauschen der Nachbarelemente��end;���

Gesamtlaufzeit O(n2) läßt sich verbessern, indem man sich merkt, ob bei vorhergehenden Läufen noch Vertauschungen nötig waren und andernfalls abbricht.

Mergesort und Quicksort (Divide-and-Conquer)

Divide and Conquer Paradigma:

Divide�Zerlegen der Menge in Teilmengen��Conquer�Rekursive Lösung für jede Teilmenge��Merge�Zusammenfügen der behandelten Teilmengen��

Laufzeit - Rekursionsgleichung:

T(n) = 2 ( T(n/2) + f(n) + const, 	n>1

Ein balancierter (Teimengen gleich groß) DAC (Divide and Conquer) -Algorithmus hat infolgedessen eine Laufzeit von

O(n), 		falls Divide und Merge -Schritt jeweils nur O(1) Zeit benötigen

O(n log n), falls Divide und Merge -Schritt lineare Zeit O(n) benötigen

MergeSort (Sortieren beim Verschmelzen)

hat trivialen Divide-Schritt und arbeitet im Merge-Schritt

worst-case-Laufzeit 	O(n log n)

Implementierung

mit verketteten Listen (Teilen und Verschmelzen in O(n))

im Array (Teilen in O(1), Verschmelzen in O(n))

vorallem für externe Sortierverfahren verwendet (siehe dort).

QuickSort (Sortieren beim Teilen)

arbeitet im Divide-Schritt und hat trivialen Merge-Schritt

Implementierung im Array:

average-case-Laufzeit 			O(n log n),�					genauer 		1.386 (n log n) + O(n) �worst-case-Laufzeit 			O(n2)

Platzbedarf (Rekursionsstack): O(n)

procedure QuickSort (i,j: integer);

	var k: integer; xindex: integer;

begin���	if i < j then xindex := findx (i,j);

		if xindex ( 0 then�1. Divide-Problem:�Auffinden geeigneten Schlüssels��			k := partition (i,j, S[xindex].key);�2. Divide-Problem�Sortierung in Teilmengen��			QuickSort (i,k -1); QuickSort (k,j)�rekursiver Aufruf auf Teilmengen��		fi

	fi

end QuickSort;���

1.Divide-Problem:�Um die Terminierung sicherzustellen, �darf als Trennwert nicht das Minimum der Menge gewählt werden.

procedure findx (i, j: integer); integer;

	var k: integer;

begin k := i+1;�Bestimmung eines �nichtminimalen Schlüssels im Teilarray (i,j), falls existent, sonst 0��	while k ( j 

	and S[k].key = S[k-1].key do 

		k:=k+1 od;�Durchlauf der Liste

zwei nebeneinanderliegende Schlüssel werden auf Nichtidentität geprüft��	if k>j then return 0�alle Schlüssel identisch��	elsif S[k].key > S[k-1].key

	then return k 

	else return k-1 fi�größerer der beiden Schlüssel 

wird zurückgegeben��end findx;���Diese findx-Variante reagiert auf die schlechtestmögliche Art auf eine bereits sortierte Eingabefolge. Mögliche Alternativen wären 

Auswahl zweier Schlüssel mit Hilfe eines Zufallgenerators oder 

Clever-QuickSort, bei dem aus drei zufällig ausgewählten Schlüsselwerten der mittlere gewählt wird.

2. Divide-Problem:�Aufteilung des Array in zwei Teilarray mit (key < x) und (key ( x)

procedure partition 

	(i,j: integer; x: keytype): integer

var l,r: integer

begin l:=i; r:=j;

	loop�

zerlegt einen Teilarray (i,j) anhand des Schlüssels x in zwei Teilarrays mit Hilfe eines Durchlaufs von beiden Enden her��		while S[l].key < x do l := l +1

		while S[r].key ( x do r := r -1

		if l > r then exit fi;

		vertausche (S[l], S[r])�linker Zeiger nach rechts, solange key < x

rechter Zeiger nach links, solange key ( x

Liste vollständig durchlaufen

Vertauschen der Elemente��	endloop; return l

end partition;�Rückgabe des ersten Schlüssels l ( x��

Die Länge des Rekursionsstacks kann auf O(log n) beschränkt werden, indem die rekursive Version von Quicksort in eine iterative Prozedur umgeformt wird, in der jeweils die kleinere der entstandenen Partitionen ohne rekursiven Aufruf weiterzerlegt wird. Der noch erforderliche rekursive Aufruf für den größeren Teil wird auf dem Rekursionsstack  (max. O(log n)) gespeichert.

Wenn die Eingabefolge bereits zum größten Teil sortiert vorliegt und nur an deren Ende einige wenige unsortierte Werte angehängt werden, bietet sich an, in einem sequentiellen Durchlauf die unsortierten Werte zu isolieren, diese mit Quicksort zu sortieren und in einem anschließenden merge-Lauf mit der schon sortierten Liste in linearer Laufzeit O(n) verschmelzen.

Binäre Suche in aufsteigend geordnetem Array

algorithm find (x, low, high)�rekursiver Algorithmus zur Suche des Elements x im Array (low..high)��if low > high then return false

else m := (low+high) div 2;

	if S[m] =x then return true�Array vollständig durchlaufen

Halbierung des geordneten Array

Element gefunden��	else if S[m] < x 

			then return find (x, m +1, high)�			else return find (x, low, m -1)

		fi�

rekursiver Aufruf für Teilarray��	fi

fi���Laufzeit: Tavg(n) = Tworst(n)= O(log n) und Platzbedarf (Array) = O(n)

Heapsort und Baumsortieren

Standard-Heapsort

benutzt partiell geordneten Baum, �um Minimum in O(log n) zu finden und zu entnehmen.

bestes bekanntes Sortierverfahren mit worst-case-Laufzeit O(n log n)

effiziente Implementierbarkeit eines Heaps im array

Grundschritte:

Einfügen der n Elemente in einen Heap mit Komplexität O(n log n)

Entnahme des Minimums mit Reorganisation des Heap: O(n log n)

Implementation des Heaps im Array und Sortierung in situ:

Schritt 1: Aufbau des Heap durch Einsinkenlassen von S[i] �in den Teiheap S[(i+1)..n]. S[((n/2)+1)..n] sei bereits ein Teilheap.

Schritt 2: Aufbau der sortierten Folge am hinteren Ende des Arrays. �In jedem Schritt wird hierzu das Minimum S[1] mit S[k] vertauscht und dadurch der Heapbereich auf S[1..k-1] reduziert. �Durch Einsinken von S[1] wird S[1..k-1] wieder Heap.

procedure HeapSort

	var i: integer;

begin���	for i := (n div 2 ) downto 1 do reheap (i,n) od;�Schritt 1: Aufbau des Heap��	for i := n downto 2 do 

		vertausche (S[1],S[i] );

		reheap (1, i -1)

	od�Schritt 2: Sortierung in situ

Minimum ans Arrayende

Einsinkenlassen des Max.��end HeapSort;���Die Prozedur reheap(i,k) läßt das Element S[i] in den Heap S[(i+k)..k] einsinken:

procedure reheap (i,k: integer)

	var j, son: integer;

begin j:= i;

	loop�reheap(i,k)  läßt das neue Element S[i] in einen existierenden Heap S[(i+1)..k] einsinken und liefert den Heap S[i..k] zurück��		if 2( j > k then exit fi;�Heapdurchlauf abgeschlossen��		if 2( j +1 ( k 

		then if S[2( j].key < S[2( j+1].key

			then son := 2( j else son := 2( j +1

			fi

		else son := 2( j

		fi;�innerhalb des Heap



Auswahl des kleineren Sohnes



letztes Blatt erreicht (2( j = k)��		if S[j].key > S[son].key

		then vertausche ( S[j], S[son] );

			j := son

		else exit

		fi�

Einsinken lassen ��	endloop

end reheap;���

Bei genauer Analyse benötigt der Aufbau des Heap (Schritt 1) nur O(n) Laufzeit. Die Ausgabe einer geringen Anzahl k ( n/log n der kleinsten Elemente in Sortierreihenfolge ist somit in linearer Zeit O(n) möglich.

In der Prozedur reheap werden auf jeder Ebene zwei Schlüsselvergleiche vorgenommen (2( log n), wobei gleichzeitig die Entscheidungen getroffen werden

welcher Pfad im Heap zu verfolgen ist (kleinerer Sohn)

ob das Element weiter einsinken muß.

Bei gleicher Wahrscheinlichkeit für alle Heappostitionen durchläuft ein einzuordnendes Element daher fast immer den kompletten Baum (die meisten Elemente befinden sich in den unteren Ebenen) und das Durchschnittsverhalten liegt nahe bei

average-case-Laufzeit		2(n(log n + O(n)

Bottom-up-Heapsort

Trennt man die beiden Entscheidungen der Prozedur reheap und 

folgt zuerst der Folge der kleineren Söhne bis zum jeweiligen Blatt (Zielpfad)

bricht die Suche nach der richtigen Position von der untersten Ebene aus �relativ bald ab (die meisten Elemente befinden sich in den unteren Ebenen). 

Das Wurzelelement wird nun eingesetzt und 

von hier aus alle Elemente auf dem Zeilpfad um eine Position nach oben (Richtung Wurzel) geschoben.

Da die Schleife in Schritt 2 im Durchschnitt relativ bald abbricht, liegt das Durchschnittsverhalten von Bottom-up-Heapsort näher an

average-case-Laufzeit			1(n(log n + O(n)

worst-case-Laufzeit			O(n(log n)

In Zukunft könnte sich somit bottom-up-Heapsort als allgemein bestes Sortierverfahren durchsetzen (worst-case O(n2) für Quicksort). Experimente liefern bessere Laufzeit als Standard-Quicksort für n>400, als Clever-Quicksort für n>16000.

procedure reheap’ (i,k: integer)

	var j: integer; r: recordtype;

begin ���	j:= i;

	while 2( j < k do

		if S[2( j].key < S[2( j+1].key

		then j := 2( j else j := 2( j +1 fi

	od;

	if 2( j = k then j := k fi;�Schritt 1:



Wahl des Zielpfades 

entlang der kleineren Söhne



Pfad endet in Blatt��	while S[i].key < S[j].key do j := j div 2 od;�Schritt 2: Positionssuche��	r .= S[j]; S[j] := S[i]; j := j div 2�Schritt 3: Wurzelelement��	while j ( i do

		vertausche (S[j], r);

		j := j div 2 

	od;�Schritt 4: �Verschieben der Elemente

des Zeilpfades zur Wurzel hoch��end reheap’;���Sortieren mit Tries

Die Idee einer Trie-Struktur besteht darin, Worte in einem binären Baum so zu speichern, daß in den Knoten jeweils nur ein Buchstabe steht. Die Worte ergeben sich als Pfade in dem binären Baum.

Gemeinsame Präfixe von Worten werden nur einmal gespeichert. 

Der linke Nachfolger zeigt zum nächsten Buchstaben eines Wortes, während�der rechte Nachfolger eine alternative Weiterführung eines Wortes anzeigt. 

Alle Wortenden werden speziell markiert.

Linearer Gesamtaufwand O(n) für das Sortieren von n Worten. Widerspricht der unten angegebenen unteren Schranke, da nicht alleine die Vergleichoperationen <,> angewandt werden, sondern in kleinere Einheiten (Präfixe) zerlegt wird.

Untere Schranke für allgemeine Sortierverfahren

Ein Entscheidungsbaum beschreibt die Menge aller möglichen Abläufe eines Algorithmus und ist für einen Sortieralgorithmus für Folgen der Länge n ohne redundante Vergleiche ein binärer Baum mit genau n! Blättern.

Ein Schlüsselvergleich -Sortieralgorithmus mit der Vergleichsoperationen <,> muß sämtliche n! Permutationen der Eingabefolge erzeugen können und benötigt infogedessen ((n log n) Vergleiche im worst-case

Bucketsort und Radixsort: Sortieren durch Fachverteilen

Datenstruktur wie beim offenen Hashing d.h. m Buckets (für m Schlüssel)�mit Implementation als Liste von Records und Array zur Verwaltung der Buckets. 

Einfügen von n Elementen und Ausgabe der m Listen erfordert O(m+n) Laufzeit.

in-situ-Sortieren einer Folge S = s1..sn mit n unterschiedlichen keytypes = 1..n in linearer Zeit O(n)) durch einfaches Vertauschen in situ in einem array.�Die richtige Position j des Elements i ist durch dessen key-Komponente bestimmt.

var S: array[1..n] of recordtype

	x: recordtype

for i := 1 to n do

	while S[i].key <> i do�



Durchlaufen des Array

falsche Position��		x := S[i]; S[i] := [S[i].key]; S[S[i].key] := x�Vertauschen der Elemente��	od

od���

Radixsortieren = Sortieren von Ziffernfolgen zur Basis m in mehreren Phasen

z.B. Sortierung zweistelliger Zahlen,�d.h. keytype = 0..n2-1 = 0..99 für n = 10 in 10 Buckets B0..B9

Sortierung nach der letzten Ziffer: 		Bj mit j = key mod n

Sortierung nach der vorletzten Ziffer: 	Bj mit j = key div n

z.B. Sortierung der Datumsdarstellung �in den drei Phasen Tag, Monat Jahr mit unterschiedlichem Wertebereich.

z.B. Sortierung von Zeichenketten (Buchstabe = Ziffer zur Basis 26)

Gesamtaufwand der Sortierung von n Records mit Schlüsseltupeln (t1..tk)

O( k(n + (k |Ti| )

mit der Kardinalität |Ti| des Wertebereich von ti 

Externes Suchen und Sortieren

Typische Speicher-Block-größen in Betriebs- und Datenbanksystemen (Seiten) liegen zwischen 512 und 8192 Bytes.

Die Anzahl der Seitenzugriffe bestimmt die Laufzeit�die Anzahl der belegten Seiten den Platzbedarf eines externen Algorithmus.

Externes Suchen: B-Bäume

Speicherseiten werden als Knoten eines Suchbaumes aufgefaßt.

Bäume mit hohem Verzweigungsgrad, �um die Pfadlänge d.h. die Seitenzugriffe möglichst gering zu halten.



Ein B-Baum der Ordnung m ist ein Vielweg Suchbaum, bei dem

die Anzahl der Schlüssel in jedem inneren Knoten zwischen m und 2m,�die Anzahl der Schlüssel in der Wurzel liegt zwischen 1 und 2m liegt.

jeder innere Knoten mit s Schlüsseln genau s+1 Söhne besitzt.

alle Pfadlängen von der Wurzel zu einem Blatt gleichlang sind.��

Obere Schranke für die Höhe eines B-Baumes der Ordnung m mit n Schlüsseln

h = O(log(m+1)n)

Dies sind damit auch die Kosten für eine externe Suche in einem B-Baum. �Innerhalb eines Knotens kann binär gesucht werden.

Die Algorithmen für das Einfügen und Löschen

algorithm insert (root,x)

suche nach x im Baum mit Wurzel root;

if x nicht gefunden

then 	sei p das Blatt, in dem die Suche endete;

		füge x an der richtigen Position in p ein;

		if p hat jetzt 2m+1 Schlüssel then overflow (p) fi

fi��

algorithm delete (root, x)

suche nach x im Baum mit Wurzel root;

if x wird gefunden

then 	if x liegt in einem inneren Knoten

		then 	suche x’, den Nachfolger von x 

				(x’ ist der nächstgrößeren Schlüssel und liegt in einem Blatt);

				vertausche x mit x’

		fi;

		sei p das Blatt, das x enthält; lösche x aus p;

		if p ist nicht die Wurzel

		then if p hat nun m-1 Schlüssel then underflow (p) fi

		fi.

fi.��

können temporär die Struktur des B-Baumes verletzen, indem 

beim Einfügen Knoten mit 2m+1 Schlüsseln (Overflow)

beim Löschen Knoten mit m-1 Schlüsseln (Underflow) entstehen.

Zur Wiederherstellung der Struktur verwendet man folgene Behandlungen, deren Kosten ebenfalls proportional zur Höhe des Baumes sind:

Overflow-Behandlungen:

Teilen des Knotens p am mittleren Schlüssel km+1 �in (k1..km) und (km+2..k2m+1).

km+1 wandert in den Vaterknoten bzw. bildet eine neue Wurzel��

Underflow-Behandlung:

Operation balance, falls Nachbarknoten mehr als m Schlüssel besitzt.

Der underflow-Knoten wird mit den Schlüssel seines Nachbars so aufgefüllt, daß beide etwa gleichviele Schlüssel besitzen. �Dabei wandert der Vaterschlüssel in diesen Knoten und wird durch den mittleren Schlüssel der gesamten Schlüsselfolge ersetzt.

Operation merge, falls Nachbarknoten genau m Schlüssel besitzt.

Dabei rutscht der Vaterschlüssel als neuer mittlerer Schlüssel in den �nunmehr maximalen Knoten mit insgesamt 2m = (m -1)+1+m Schlüssel.��

Der B-Baum unterstüzt somit alle Dictionary-Operationen find, insert, delete in einer Laufzeit O(log(m+1)n) und bei einem Platzbedarf O(n).

Beim praktischen Einsatz werden die Datensätze meist nur in den Blättern gespeichert und in den inneren Knoten Wegweiserschlüssel. Hierdurch steigt die Anzahl der Schlüssel pro Seite, damit der Verzweigungsgrad und die Höhe des Baumes und damit die Laufzeit wird geringer.

Als interne Datenstruktur verwendet man B-Bäume mit minimalem Verzweigungsgrad, d.h. Bäume der Ordnung 1 mit jeweils 2 bis 3 Söhnen. Diese sogenannten 2-3-Bäume haben Laufzeit O(log n) und Platzbedarf O(n).

Externes Sortieren

Eine aufsteigend geordnete Teilfolge von Sätzen innerhalb eines Files (Seitenfolge) bezeichnet man als Lauf.

Sortieren durch Mischen (mergeSort)

erfolgt in mehreren Phasen:

In jeder Mischphase werden von zwei Eingabefiles zwei Läufe parallel gelesen und zu einem Ergebnislauf verschmolzen (entsprechend dem parallelen Durchlauf durch zwei geordnete Listen).

Die Ergebnisläufe werden alternierend in zwei Ausgabefiles geschrieben. 

Für die nächste Phase werden Eingabe- und Ausgabe-Files vertauscht.

In jeder Phase werden sämtliche n Datensätze jeweil einmal sequentiell gelesen und geschrieben, mit Kosten O(n/b) für b Sätze pro Seite. Beginnt man mit n Läufen der Länge 1, so gibt es log n Phasen und der Gesamtaufwand beträgt O(n/b log n) Seitenzugriffe.

Direktes Mischen - Anfangsläufe fester Länge

ist eine Kombination aus internem und externem Sortieren:

Man sortiert soviele Sätze, wie in den Hauptspeicher passen (z.B. m),�mit einem internen Sortierverfahren und erzeugt somit �k = (n/m(  Anfangsläufe der festen Länge m.

Die Anzahl der Seitenzugriffe sinkt somit auf O( n/b log (n/m) ).

Natürliches Mischen - Anfangsläufe variabler Länge

Durch die sogenannte Ersetzungs-Auswahl kann man Anfangsläufen erzeugen, deren Länge die Größe m des Hauptspeichers bei weitem übersteigt:

Das Minimum der im Speicher sortierten Sätze wird auf das Ausgabefile geschrieben und der freiwerdende Speicherplatz mit einem neuen Satz des Eingabefiles aufgefüllt.

Ist der Schlüssel des neu hinzugekommenen Satzes größer als der des gerade ausgeschriebenen, kann dieser neue Satz in den Heap eingebaut und in den aktuellen Lauf übernommen werden.

Ist der Schlüssel des neu hinzugekommenen Satzes kleiner als der des gerade ausgeschriebenen, so wird er in einer Liste des Hauptspeichers gespeichert und im nächsten Lauf verarbeitet.

Die Länge so entstehender Läufe beträgt bei zufälliger Schlüsselverteilung 2(m und eine bereits aufsteigend sortierte Folge im Eingabefile wird komplett in den Ausgabefile übernommen.

Vielweg-Mischen

Es werden k Eingabe- und k Ausgabefiles benutzt. 

In jeder Phase werden k Läufe verschmolzen und die entstehenden Läufe zyklisch auf die Ausgabefiles verteilt. Bei r Anfangsläufen ergeben sich somit (logk r( Phasen

In jedem internen Schritt muß aus den k ersten Schlüsseln der Eingabefiles der minimale Schlüssel bestimmt werden. Zeitbedarf O(n log2 r) pro Phase.

Die Gesamtlaufzeit ist somit O(n log2 r)

Geometrische Algorithmen

Mengenproblem: �Berechnung einer Eigenschaft einer gegebenen Objektmenge, z.B.

Alle Paare sich schneidender Rechtecke einer Rechteckmenge S

Kontur der insgesamt von S überdeckten Fläche

Suchproblem: �Berechnung aller Einzelobjekte einer Objektmenge S, die zu einem Query-Objekt q in irgendeiner interessierenden Beziehung stehen:

Behandelt werden im folgenden nur orthogonale Objekte, d.h.�Objekte, die als kartesisches Produkt von k Intervallen beschrieben werden können.

Plane-Sweep-Algorithmen

reduzieren ein k-dim. Mengenproblem auf ein (k-1)-dim. Suchproblem. 

Das Segmentschnitt-Problem

Finde alle Paare sich schneidender Segmente�aus einer Menge horizontaler und vertikaler Liniensegmente.

Im zweidimensionalen Fall (Menge von Objekten in einer Ebene) wird eine vertikale Gerade, die sogenannte Sweepline von links nach rechts über die Ebene geschoben und der Schnitt dieser Geraden mit der Objektmenge betrachtet.

Jedes horizontale Segment schneidet die Sweepline �während eines bestimmten Zeitintervalls in einer festen y-Koordinate

Jedes vertikale Segment schneidet die Sweepline �zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem y-Intervall.

Idee des Plane-Sweep-Algorithmus:

Linke und rechte Enden horizontaler Segmente sowie die x-Koordinate vertikaler Segmente werden als Haltepunkte für die Bewegung der Sweepline in einer Sweep-Event-Struktur gespeichert und schrittweise abgefahren.

Aktuell die Sweepline schneidende Segmente werden anhand ihrer Menge von y-Koordinaten in einer Sweepline-Status-Struktur Y gespeichert:

Ein horizontales Segments h wird beim Auftreffen der Sweepline auf den linken bzw. rechten Endpunkt in Y eingefügt bzw. aus Y entfernt.

Beim Auftreffen auf ein vertikales Segment werden alle horizontalen Segmente aus Y ermittelt, deren y-Koordinate innerhalb des y-Intervalls liegen.

Reduktion des Segmentschnitt-Problems auf eindimensionales Suchproblem auf einer Datenstruktur, welche eine Menge von Koordinaten speichert und die Operationen erlaubt:

Einfügen einer Koordinate

Entfernen einer Koordinate

Suche aller Koordinaten �innerhalb eines Query-Intervalls��

Implementierung durch einen AVL-Baum, in dem �alle Koordinaten in den Blättern stehen und hier zu einer Liste verkettet sind. 

Aufbau der Sweep-Event-Struktur �in eine nach x-Koordinaten geordnete Datenstruktur benötigt O(n log n) Zeit.

Einfügen und Entfernen�eines horizontalen Segments in den AVL-Baum benötigt O(log n) Zeit.

Die Auffinden der t Koordinaten innerhalb des Intervalls [y1, y2] erfolgt �durch Suche nach dem am weitesten links liegenden Blatt y ( y1 und �Durchlauf durch die verkettete Liste bis y > y2 und benötigt O(log n + t) Zeit.

Mit einer Gesamtlaufzeit O(n log n + k) und einem Platzbedarf O(n) für n Segmenten mit insgesamt k = ( ti Schnittpunkten ist dieser Algorithmus optimal.

Das Punkteinschluß-Problem

Finde alle Paare (Punkt, Rechteck) einer gemischten Menge von Punkten und Rechtecken, bei denen der Punkt im Rechteck liegt.

Sweep-Event-Struktur (x-Koord.) analog wie beim Segmentschnitt-Problem.

Sweepline-Status-Struktur mit zwei verschiedenen Objekttypen, Punkten und Rechteckenseiten, welche durch Diskriminatorwerte left, right, point unterschieden werden können. Weiterhin erhält jedes einzelne Objekt einen Identifikator.

Reduktion des Punkteinschluß-Problems auf ein eindimensionales Suchproblem auf einer Datenstruktur, welche eine Menge von Intervallen speichert und die Operationen erlaubt:

Einfügen eines Intervalls

Entfernen einer Intervalls

Suche aller Intervalle, �die eine Query-Koordinate enthalten��

Implementation durch einen Segment-Baum

Ein Segment-Baum über einer geordneten Menge von Koordinaten {x0,..,xN} ist ein binärer Baum minimaler Höhe, 

dessen Blättern die atomaren Intervalle [x0,x1], ...,[xN-1,xN] zugeordnet sind. 

dessen inneren Knoten Intervalle zugeordnet sind, �die der Konkatenation der beiden Intervalle seiner Söhne entspricht.

dessen Knoten eine sogenannte Knotenliste besitzt, �in welche Intervallnamen (Identifikatoren) eingetragen werden können. �Diese werden so hoch wie möglich eingetragen (kanonisch bedeckte Knoten).

Die Menge CN(i) (=covered nodes) der von einem Intervall i in einem Segment-Baum S kanonisch bedeckten Knoten ist die Menge aller Knoten, dessen Knote nintervalle Teilintervalle von i sind, dessen Väterintervalle jedoch nicht.

Die Knotenlisten der Knoten auf dem Suchpfad zur Koordinate x’ �liefern somit alle Intervalle, welche diese Koordinate x’ enthalten.

Ein Segment-Baum über einer geordneten Menge von Koordinaten X = {x0,..,xN} erlaubt die Darstellung einer Intervallmenge I über X mit n Elementen mit einem Platzbedarf O(n log n), so daß Einfügen und Entfernen von Intervallen über X in O(log n) Zeit möglich ist und die Intervalle, die eine Query-Koordinate enthalten, in O(log n + t) Zeit ausgegeben werden können.

Das Rechteckschnitt-Problem

Finde alle Paare einer Menge achsenparaller Rechtecke, die sich schneiden.

Der Rechteckschnitt-Algorithmus ist eine �Kombination aus Segmentschnitt- und Punkteinschluß-Algorithmus (n sei die Anzahl der Rechtecke, k’ die der Kantenschnitte, k’’ die der Punkteinschlüsse).

Durchlaufe die Darstellung der Rechteckmenge und erzeuge für jedes Rechteck seine 4 Kanten. Wende darauf den Segmentschnitt-Algorithmus an. �Dieser Schritt benötigt O(n log n + k’) Laufzeit und O(n) Speicherplatz.

Durchlaufe die Darstellung der Rechteckmenge und erzeuge für jedes Rechteck einen inneren Punkt als Repräsentanten. Wende auf die resultierende Menge von Punkten und Rechtecken den Punkteinschluß-Algorithmus an.�Dieser Schritt benötigt O(n log n + k’’) Laufzeit und O(n log n) Speicherplatz

Es ergibt sich eine Gesamtlaufzeit O(n log n + k) und ein Platzbedarf O(n log n), wobei n die Anzahl der Rechtecke und k die Anzahl sich schneidender Paare ist.

Das Maßproblem

Bestimme den Flächeninhalt der Vereinigung einer Menge von Rechtecken.

Sweep-Event-Struktur (x-Koord.) analog wie beim Segmentschnitt-Problem.

Sweepline-Status-Struktur Y (y-Intervalle) analog zum Segmentschnitt-Problem.

Die von Rechtecken bedeckte Fläche zwischen zwei Sweep-Positionen xi+1 und xi ergibt sich aus dem eindimensionalen Maß measure (Y) der Intervallmenge Y:

(xi+1 - xi) ( measure (Y)



Reduktion des Maß-Problems auf ein eindimensionales Problem mit einer Datenstruktur, welche eine Menge von Intervallen speichert und die Operationen erlaubt:

Einfügen eines Intervalls

Entfernen einer Intervalls

Abfrage des Maßes, �der gespeicherten Intervallmenge��

Implementierung durch modifizierten Segment-Baum

Die einem Knoten p zugeordnete Intervalliste (Knotenliste) wird ersetzt durch einen einfachen Zähler p.count, welcher bei Einfügen bzw. Entfernen eines Intervalls um 1erhöht bzw. erniedrigt wird.

Jeder Knoten p erhält ein zusätzliches Feld p.measure, welches das Maß der in dem Teilbaum mit der Wurzel p repräsentierten Intervalle angibt:

p.measure =���	if p.count > 0 

	then p.top - p.bottom�Für eingetragene Intervalle 

das Intervallmaß��	else if p ist ein Blatt 

		then 0���		else p.left.measure + p.right.measure

		fi

	fi�Für innere Knoten das Maß der Söhne��

Der so modifizierte Segment-Baum stellt eine Intervallmenge über einem Raster der Größe N in O(N) Speicherplatz dar. Einfügen oder Entfernen eines Intervalls mit gleichzeitiger Korrektur aller Knotenmaße (postorder-Durchgang, d.h. Behandlung der Söhne vor dem Vater) ist in O(log N) Zeit möglich, die Abfrage des Maßes der Intervallmenge in O(1) Zeit.

Für eine Menge von n achsenparallelen Rechtecken kann das Maß mittels Plane-Sweep in O(n log n) Zeit und O(n) Speicherplatz berechnet werden.

Divide and Conquer -Algorithmen

reduzieren ein k-dimensionales auf ein (k-1)-dimensionales Mengenproblem (im Gegensatz zur Reduktion auf (k-1)-dimensionales Suchproblem bei Plane Sweep). 

Getrennte Darstellung planarer geometrischer Objekte:

Jedes Objekt, dessen x-Ausdehnung von 0 verschieden ist, wird durch seine linke und rechte (und so markierte) x-Koordinate dargestellt, die im Divide-and-Conquer Algorithmus als getrennte Einheiten behandelt werden können.

d.h. die x-Koordinaten, welche im Plane-Sweep-Verfahren die Elemente der Sweepline-Status-Struktur bildeten, bilden hier die Divide-and-Conquer-Menge S.

Das Segmentschnitt-Problem

Rekursive Invariante: 

Ein Aufruf von linsect (Si ) habe nach Beendigung alle Schnitte zwischen den in S repräsentierten Segmenten ausgegeben.

Damit sind nach Beendigung von linsect(S1 ) und linsect(S2 ) im Merge-Schritt �nur noch Schnitte zwischen horizontalen Segmenten in S1 und vertikalen Segmenten in S2 und umgekehrt zu behandeln.



algorithm linsect (S,L,R,V)���Divide:

S = S1 ( S2�Aufteilung der Eingabemenge S (x-Koordinaten) �in zwei etwa gleich große Teilmengen S1 und S2.��Conquer:



linsect (S1, L1, R1, V1);

linsect (S2, L2, R2, V2);�L bzw. R sind hierbei die y-Koordinaten �aller linken bzw. rechten Endpunkte in S, �deren Partner nicht in S liegen. 

V enthält die vertikalen Segmente in S �anhand ihrer y-Intervalle. ��Merge:

LR := L1 ( R2;

L := (L1\ LR) ( L2;

R := R1 ( (R2\ LR);



V := V1 ( V2;�Menge der horizontalen Segmente, �welche im Merge-Schritt „wiederhergestellt“ werden.

Menge der linken bzw. rechten Enden horizontaler Segmente, welche über die rechte bzw. linke Grenze von S hinausreichen.

Menge aller vertikalen Segmente in S��

output ((L1\ LR) ( V2;

output ((R2\ LR) ( V1;�Bestimmung von Paaren sich schneidender Segmente

durch Bestimmung aller y-Koordinaten von L1 bzw. R2,

die innerhalb der y-Intervalle von V2 bzw. V1 liegen.

(eindimensionales Punkteinschluß-Mengenproblem)��end linsect.���

Implementierung von

S in einem x-sortierten Array,

L und R als y-sortierte einfach verkettete Listen

V als einfach verkettete und nach unteren Intervallgrenzen geordnete Liste

Damit sind alle Mengenoperationen (Vereinigung, Durchschnitt, Differenz) mittels parallelem Listendurchlauf in linearer Zeit möglich.

Das Segmentschnitt-Problem kann für n Segmente mit k sich schneidenen Paaren mittels Divide and Conquer in O(n log n + k) Zeit und O(n) Speicherplatz gelöst werden und ist infolgedessen optimal.

Durch analoge Behandlung ergeben sich auch für Punkteinschluß- und Rechteckschnitt-Problem optimale Lösungen mit gleichem Zeit- und Platzbedarf.

Das Maßproblem

rekursive Invariante:

Ein Aufruf von stripes(V) gebe als Aufteilung des zu V gehörenden Rahmens f eine Streifenmenge aus, deren Grenzen durch die Enden der Kanten in V induziert sind. Jedem Streifen sei das x-Maß der eingeschlossenen bedeckten Flächen zugeordnet.

algorithm stripes(V,xl,xr,L,R,P,S)���Divide:

V := V1 ( V2;�Aufteilung der Eingabemenge V�in zwei etwa gleich große Teilmengen V1 und V2.��Conquer:



stripes(V1,xl,xr,L1,R1,P1,S1);

stripes(V1,xl,xr,L1,R1,P1,S1);

�V ist eine nach x-Koordinaten geordnete Menge vertikaler Rechteckkanten

xl, und xr sind die x-Koordinaten des Rahmens, der alle Segmente in V einschließt.

S ist die oben geschilderte Streifenmenge��Merge:

LR := L1 ( R2;



L := (L1\ LR) ( L2;

R := R1 ( (R2\ LR);



P := P1 ( P2;�

zusammengehörige Rechteckkanten

Menge der y-Intervalle aller Rechtecke, deren 

linke Kante in V vorkommt, die rechte aber nicht.

rechte Kante in V vorkommt, die linke aber nicht.

Menge der y-Koordinaten �aller Endpunkte von Kanten in V (Streifenkoord.)

��Sl := refine (S1, P);

Sr := refine (S2, P);�Streifengrenzen über beide Bereiche ausdehnen, d.h. Koordinatenmenge P erzeugt Streifen��

Sl := cover (Sl, R2\LR, xl, xm);

Sr := cover (Sr, L1\LR, xm, xr);�Vertikale Rechteckkanten des einen Teilgebiets, die über das andere hinausreichen, erzeugen die vollständige Überdeckung dieses Gebietes

x-Maß-Korrektur der entspr. Streifenmenge:��S := concat (Sl, Sr);�Aneinanderhängen der Teilgebiete und 

Addition der x-Maße der Teilgebiete��end stripes.���

Realisierung der Prozedur cover:�Es wird ein vertikaler y-Sweep über die Streifenmenge vorgenommen, bei dem ein Zähler count erhöht bzw. erniedrigt wird, und so die Existenz mind. eines Rechtecks definiert. Das x-Maß dieses Streifen entspricht x’-x, falls count >0.

Durch Implementierung aller Mengen durch y-geordnete Listen sind alle Mengenoperationen (Vereinigung, Durchschnitt, Differenz) mittels parallelem Listendurchlauf in Linearzeit möglich.

Das Maß der Vereinigung einer Menge von n Rechtecken kann mittels Divide-and-Conquer in O(n log n) Zeit und O(n) Speicherplatz berechnet werden und ist damit ein optimaler Algorithmus.

Das Konturproblem

Als Kontur trennt freie und bedeckte Gebiete der Ebene und besteht aus einer Menge von Konturzyklen, die jeweils eine Sequenz abwechselnd horizontaler und vertikaler Liniensegmente bilden.

Die Behandlung erfolgt analog zum Maßproblem, wobei nun jedoch jedem Streifen statt dem x-Maß eine Menge disjunkter x-Intervalle zugeordnet ist.

Implementation:

Eine Menge disjunkter x-Intervalle als Inhalt eines (horizontalen) Streifens wird dargestellt als Zeiger auf einen binären Suchbaum, in dessen Blättern die (vertikalen) Intervallgrenzen (x-Koordinate und Diskriminator left, right) abgespeichert sind. Eine leere Intervallmenge (also auch vollständig bedeckte Streifen) entspricht dem Zeiger nil. Jeder Streifen besitzt prinzipiell seinen eigenen Baum.

Die Merge-Operation refine �d.h. Ausdehnung der Streifengrenzen eines Teilgebietes auf das benachbarte bzw. die weitergehende Streifenunterteilung der bestehenden Streifenmenge erfolgt durch Setzen neuer Zeiger für jeden neuen Streifen auf den Baum (mit den Intervallgrenzen) des bestehenden Streifens.

In der Merge-Operation cover�werden alle Zeiger von nunmehrvollständig bedeckten Gebieten auf nil gesetzt, da diese nun keine Intervallgrenzen besitzen.

Die Merge-Operation concat�geschieht durch Erzeugung eines neuen Wurzelknoten, und damit eines neuen Baumes mit den Bäumen der beiden Ausgangsstreifen als Söhne.

Die horizontalen Konturstücke �erhält man nun durch parallelen Durchlauf durch die y-sortierte Streifenmenge und eine y-sortierte Folge der horizontalen Rechtekckkanten. Für jede Kante erfolgt eine Suche auf dem Suchbaum des „richtigen“ (d.h. für die Unter- bzw. Oberkante eines Rechtecks der darunter bzw. darüberliegende) Streifen.

Für eine Menge von n Rechtecken kann die Kontur (als Menge von Konturzyklen) mittels Divide-and-Conquer in O(n log n + p) Zeit und Speicherplatz berechnet werden, wobei p die Größe der Kontur angibt. Dieser Algorithmus ist zeit- aber nicht speicherplatz-optimal. Der sowohl zeit- als auch speicherplatz-optimale Plane-Sweep-Algorithmus ist wesentlich komplizierter.

Suchen auf Mengen orthogonaler Objekte

Struktur�Hierarchie�Objekte�Query-Operationen��Segment-Baum�höhere Schichten�Intervalle�Intervalle, die eine �Query-Koordinate enthalten��Intervall-Baum�tiefere Schichten�Intervalle�Intervalle, die eine �Query-Koordinate enthalten

Intervalle, die ein �Query-Intervall schneiden��Range-Baum�höhere Schichten�Koordinaten�Koordinaten, die in einem Query-Intervall liegen��Binärer 

Suchbaum�tiefere Schichten�Koordinaten�Koordinaten, die in einem Query-Intervall liegen��Der Range-Baum

Ein Range-Baum ist ein binärer Suchbaum minimaler Höhe über einem Koordinaten-Raster X={x1,..., xN}, dessen Blätter die Koordinaten in X enthalten. Jedem Knoten p des Baumes ist eine Liste von Koordinaten SUB(p) zugeordnet, welche alle in dem Teilbaum mit der Wurzel p eingetragenen Koordinaten enthält.

Im leeren Baum sind alle Listen SUB(p) leer. Eine Koordinate xi wird in den Range-Baum eingefügt, in dem sie in die Listen SUB(p) aller Knoten auf dem Pfad zu xi eingetragen wird. 

Um alle Koordinaten in einem Query-Intervall q aufzusuchen, sucht man im Range-Baum die Wurzeln aller maximal großen Teilbäume auf, die ganz in q enthalten sind (d.h. die Menge CN(q ) ) und gibt deren Listen SUB(p) aus.

Der Range-Baum benötigt O(n log N + N) Speicherplatz für n gespeicherte Koordinaten (pro Koordinate log N Einträge) und N als Größe des Rasters

Die Update-Zeit ist O(log N), die Suchzeit O(log N + t) �mit t als Anzahl gefundener Koordinaten.

Der Intervall-Baum

Ein Intervall-Baum ist ein binärer Suchbaum minimaler Höhe über einer Menge von Koordinaten X’, welche die Mitten der Fragmentintervalle [xi-1 , xi ] darstellen. Jedem Knoten p ist eine Intervallmenge STAB(p) zugeordnet.

Ein Intervall wird der Menge STAB(p) des ersten Knotens an einem Pfad durch den Baum hinzugefügt, der dieses Intervall „aufspießt“, d.h. dessen Koordinate x’ in dem Intervall enthalten ist.

Für jedes in STAB(p) eingetragene Intervall i gilt: 	i.bottom < p.x < i.top, �d.h. die Intervallenden liegen beiderseits von p.x.

Der Intervall-Baum mit STAB(p) als x-sortierter Liste der Intervallenden �ist infolgedessen ideal für die Punkteinschlußsuche in O(log N + t) Laufzeit:

algorithm query (q,p)�Suche aller Intervalle, 

die q enthalten��if q < p.x

	then durchlaufe STAB(p) von links aus 

	und gib die Intervalle mit i.bottom < q aus;

		if p ist kein Blatt then query (q, p.left) fi�

Intervalle, die q 

als auch p.x umfassen.

aber nicht p.x umfassen��	else durchlaufe STAB(p) vom rechts aus

	und gib die Intervalle mit q < i.top aus;

		if p ist kein Blatt then query (q, p.right) fi

fi.�

Analog��

Zum effizienten Einfügen und Entfernen von Intervallen in O(log n) Laufzeit weist jeder Knoten auf einen binären Suchbaum, der die Listenelemente (An�fangs- und Endkoordinaten der eingetragenen Intervalle) als Blätter enthält. Zur effizienten Suche gibt es außer der Wurzel noch Zeiger auf Listenanfang und Listenende. Der Platzbedarf beträgt O(N + n).

Eine Menge I von Intervallen über X={x1,..., xN}, kann in einem Intervall-Baum  in O(n) Speicherplatz dargestellt werden, so daß das Einfügen und Entfernen eines Intervalls in O(log n) Laufzeit möglich ist. 

Die t Intervalle in I, die eine Query-Koordinate enthalten oder die ein Query-Intervall schneiden, können in O(log n + t) Zeit ermittelt werden.

Durch ein Zusammenziehen des Top-Level-Suchbaumes d.h. die Reduzierung der Baumstruktur auf Knoten mit nichtleeren Intervallisten STAB(p) erreicht man, daß selbst für voneinander unabhängigen n und N der Platzbedarf O(n) ist. (Der Aufbau der Rahmenstruktur muß hierzu in den Einfügealgorithmus integriert sein.) 

Baumhierarchien

Ein SI (Segment-Intervall) -Baum

ist ein Segment-baum, in dem jede Knotenliste als Intervall-Baum organisiert ist. Da in beiden Dimensionen Intervalle dargestellt werden, speichert ein SI-Baum Rechtecke.

Ein Rechteck wird z.B. anhand seiner Zerlegung in x-Intervalle auf die Knoten des Segment-Baumes verteilt. Jede Knotenliste enthält eine Menge von Rechtecken, die alle das x-Intervall vollständig überdecken und für die nur die y-Intervalle interessant sind. Diese y-Intervall-Menge wird nun als Intervall-Baum organisiert.

Der Platzbedarf beträgt O(n log n) (Da jedes Rechteck O(log n) Einträge im Segment-Baum erzeugt, entstehen O(n log n) Einträge in Intervall-Bäumen.).

Ein SI-Baum unterstützt die Suche nach Rechtecken, welche einen Query-Punkt q=(qx, qy) enthalten. Eine Suche mit qx identifiziert O(log n) Knoten im Segment-Baum. Die Einträge im zugeordneten Intervall-Baum werden in O(log n + t) Zeit aufgefunden. Die gesamte Suchzeit ist also O(log2 n + t).

Ein RI (Range-Intervall) -Baum �speichert Intervalle über einem Koordinaten-Raster. 

z.B. speichert ein x-Range-y-Intervall-Baum vertikale Segmente und unterstützt die Suche mit einem horizontalen Segment nach geschnittenen vertikalen Segmenten.

Auch hier ist die Suchzeit O(log² n + t), der Platzbedarf O(n log n).

Hierarchien können  Objekte in drei oder mehr Dimensionen darstellen. �Für jede Dimension kommt hierbei ein Faktor (log n) bei Platzbedarf, Suchzeit und Updatezeit hinzu.

Plane-Sweep-Algorithmen für beliebig orientierte Objekte

Aktive Segmente nennt man Segmente, die die Sweepline aktuell schneiden. Auf der Menge aktiver Segmente existiert eine Ordnung, die durch die y-Reichenfolge der Schnittpunkte mit der Sweepline definiert ist.

Die y-geordnete Sequenz aktiver Segmente verändert sich während des Sweeps nur bei drei Arten von Ereignissen (Menge der Haltepunkte des Plane-Sweeps), nämlich bei Passieren

des linken Endpunktes eines Segmentes (Einfügen in die Sequenz)

des rechten Endpunktes eines Segmentes (Löschen aus der Sequenz)

des Schnittpunktes zweier Segmentes (Vertauschen der aktiven Segmente)

Algorithmus:

Warteschlange (Queue) Q aller abzuarbeitenden Haltepunkte des Sweeps und Initialisierung mit der nach x geordneten Menge aller Segmentenpunkte.

Entnahme des ersten Elements q der Warteschlange Q:

Ist q linker Endpunkt (d.h. Anfang) des Segments t, 

überprüfe dessen neue Nachbarsegmente auf mögliche Schnittpunkte mit t

und füge diese in die Schlange Q ein.

Ist q rechter Endpunkt (d.h. Ende) des Segments t, 

entferne t aus der Schlange, 

überprüfe die nun benachbarten Segmente �ober- und unterhalb von t auf einen Schnittpunkt und 

füge diesen gegebenenfalls in die Schlange ein. 

Ist q Schnittpunkt zweier Segmente t und t’,

gib das Paar (t, t’) aus und vertausche die aktiven Segmente t und t’

überprüfe sowohl t als auch t’ �mit den jeweils benachbarten Segmenten auf mögliche Schnittpunkte und

trage diese gegebenenfalls in die Warteschlange Q ein.

Auf diese Weise wird jeder Schnitt zweier Segmente entdeckt, weil jede Situation, in der zwei Segmente benachbart werden, überprüft wird.

Implementation 

der Sweepline-Status-Struktur als balancierter Baum, �wobei in jedem Knoten die Koeffizienten der Geradengleichung des Segments abgespeichert sind, um aus dem Haltepunkt x die aktuelle y-Koordinate bestimmen zu können.

der Warteschlange Q als priority queue (Heap).

Der Platzbedarf kann auf O(n) reduziert werden, wenn man nur den jeweils nächsten bereits bekannten Schnittpunkt in Q aufbewahrt.

Für eine Menge beliebig orientierter Segmente in der Ebene kann das Segmentschnitt-Problem mittels Plane-Sweep in O((n+k) log n) Zeit und O(n+k) Speicherplatz gelöst werden, wenn n die Anzahl der Segmente und k die der schneidenden Paare ist.
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